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Mode´lisation multi-e´chelle du comportement e´lectrique
de nano-composites Cu-Nb
T. Gu1,2, E. Herve-Luanco2, H. Proudhon2, L. Thilly3, J.-B. Dubois3,
F. Lecouturier4, O. Castelnau1 et S. Forest2
Re´sume´ – Les ﬁls composites nanostructure´s et architecture´s cuivre-niobium, qui sont de bons candidats
pour la ge´ne´ration de champs magne´tiques intenses, allient une limite d’e´lasticite´ e´leve´e et une excel-
lente conductivite´ e´lectrique. Ils sont e´labore´s par co-de´formation d’un assemblage composite Cu-Nb. La
microstructure, multi-e´chelle, est forme´e de 853 motifs e´le´mentaires de Cu-Nb de taille caracte´ristique
nanome´trique. Aﬁn d’e´tudier le lien entre la conductivite´ e´lectrique eﬀective et la microstructure, deux
me´thodes d’homoge´ne´isation sont applique´es : l’une, en champs moyens (mode`le auto-cohe´rent ge´ne´ralise´),
dans laquelle une microstructure forme´e de motifs co-cylindriques re´partis ale´atoirement est conside´re´e,
et l’autre, en champs complets (e´le´ments ﬁnis), dans laquelle l’aspect pe´riodique de la microstruc-
ture expe´rimentale est pris en compte. Les eﬀets de la taille des constituants e´le´mentaires (nm), de la
tempe´rature, ainsi que de la densite´ de dislocations, sur la conductivite´ locale sont conside´re´s. Le caracte`re
multi-e´chelle du mate´riau est pris en compte graˆce a` un processus ite´ratif. Les conductivite´s eﬀectives lon-
gitudinale et transversale obtenues avec les deux me´thodes sont en excellent accord, montrant un moindre
eﬀet de la distribution des ﬁbres sur ces proprie´te´s. Ces re´sultats reproduisent e´galement les donne´es
expe´rimentales disponibles.
Mots cle´s : Composites architecture´s / mate´riaux polycristallins / me´thodes d’homoge´ne´isation /
mode´lisation multi-e´chelle / conductivite´ e´lectrique
Abstract – Multiscale modeling of the electrical behavior of Cu-Nb nano-
composites. Nanostructured and architectured copper niobium composite wires are very good
candidates for the generation of very high magnetic ﬁelds as they combine both high strength and
high electrical conductivity. They are fabricated by co-deformation of a Cu-Nb composite assembly.
A multiscale microstructure formed by 853 Cu-Nb elementary patterns with dimensions of the order of
nanometers, is obtained. In order to investigate the link between the eﬀective electrical conductivity
and the wire microstructure, two homogenization methods are applied: ﬁrst, using a mean ﬁeld theory
(generalized self-consistent model) in which a microstructure formed by co-cylindrical long ﬁbers with a
random distribution is considered, and second a full ﬁeld method (Finite Elements) in which the periodic
character of the experimental microstructure is taken into account. The size eﬀect of components (nm),
temperature, and dislocation density are taken into account into the deﬁnition of the local conductivity.
The multiscale character of the material is taken into consideration through an iterative process. The
longitudinal and transverse eﬀective conductivities obtained by both methods perfectly match with each
other, showing the limited inﬂuence of the eﬀect of ﬁber distribution for this behavior. Results also
compare well with the available experimental data.
Key words: Multiscale composites / polycrystalline materials / homogenization methods / multiscale mod-
eling / electrical conductivity
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1 Introduction
Les travaux pre´sente´s ici concernent l’e´tude de ﬁls
conducteurs composites nanostructure´s a` base de cuivre-
niobium (Cu-Nb), qui sont de bons candidats pour
la re´alisation de bobines permettant la ge´ne´ration des
champs magne´tiques tre`s intenses (>90 T). Ces champs
magne´tiques sont devenus un outil expe´rimental et in-
dustriel essentiel [1–3]. Pour les produire, les ﬁls conduc-
teurs constituant les bobines doivent allier une limite
d’e´lasticite´ et une conductivite´ e´lectrique e´leve´es [4].
Dans [5], un conducteur pre´sentant une contrainte maxi-
male de 1.9 GPa a` 77 K a e´te´ obtenu, pour une conduc-
tivite´ de 1.72 µΩ−1 cm−1.
Les conducteurs nano-composites continus Cu-Nb
sont e´labore´s par un proce´de´ de de´formation plastique
se´ve`re, base´ sur des cycles successifs d’extrusion a` chaud,
d’e´tirage a` froid et d’empilements [4]. Comme illustre´
dans la ﬁgure 1, ce proce´de´ d’e´laboration conduit a` la
formation d’une structure multi-e´chelle complexe de la
matrice de cuivre et la nanostructuration des renforts de
niobium. Il en re´sulte une nanostructuration du mate´riau
composite, qui a un eﬀet important sur les proprie´te´s du
conducteur, lui permettant d’atteindre les proprie´te´s re-
cherche´es.
La ﬁgure 1 pre´sente la microstructure multi-e´chelle
des ﬁls Cu-Nb (microstructure appele´e “co-cylindriques”
dans [7]) : a` l’e´chelle du Zoom 1, les nanotubes de nio-
bium (Nb-t) sont se´pare´s par de ﬁns canaux de cuivre
(Cu-0), et ils contiennent un ﬁlament de cuivre (Cu-f).
On de´ﬁnit l’e´chelle eﬀective du Zoom 1 par l’assemblage
de 85 de ces motifs e´le´mentaires. Sur le Zoom 2, des
canaux de Cu (Cu-1) entourent 85 motifs e´le´mentaires
de´crits dans le Zoom 1. Au niveau du Zoom 3, le ﬁl est
constitue´ de 853 motifs de Cu-f/Nb-t/Cu-0 de taille ca-
racte´ristique nanome´trique, et se´pare´s par les canaux de
cuivre Cu-1, Cu-2. Le Zoom 4 correspond a` la microstruc-
ture du Zoom 3 entoure´e d’un cylindre de Cu-3, reprodui-
sant ainsi la structure expe´rimentale de la dernie`re e´tape
d’e´laboration (e´chelle macroscopique). En raison du pro-
cessus d’e´laboration ite´ratif, tous les nanotubes de Nb
ont subi la meˆme de´formation, et pre´sentent donc des
microstructures et des tailles caracte´ristiques similaires.
Concernant le Cu, les re´gions Cu-f et Cu-0 sont intro-
duites lors de la toute premie`re e´tape d’e´laboration, alors
que Cu-1, Cu-2, et Cu-3 sont introduits successivement ;
les microstructures et les tailles caracte´ristiques de ces
constituants sont donc diﬀe´rentes (voir le Tab. 1).
Les e´tudes re´alise´es pre´ce´demment sur ces mate´riaux
concernent le proce´de´ d’e´laboration [8, 9], la ca-
racte´risation des mate´riaux [10, 11], la stabilite´ ther-
mique [12], la mode´lisation atomistique des interfaces [13]
et les proprie´te´s me´caniques [14,15]. En outre, la conduc-
tivite´ e´lectrique a e´te´ e´tudie´e expe´rimentalement et
the´oriquement par Thilly [5] et Dubois [7] dans la direc-
tion longitudinale, i.e. selon l’axe du ﬁl.
Dans ce travail, nous pre´sentons une mode´lisation
multi-e´chelle de la conductivite´ e´lectrique eﬀective du ﬁl,
en tenant compte de son aspect anisotrope. Le mode`le
Auto-Cohe´rent Ge´ne´ralise´ (ACG, Sect. 2.1), initialement
de´veloppe´ pour pre´dire le comportement e´lastique eﬀec-
tif [16–18], puis modiﬁe´ par Joannes et Herve´-Luanco [19]
pour les phe´nome`nes de diﬀusion dans les composites
a` ﬁbres longues n-phases isotropes transverses, est ap-
plique´ ici au cas de la conductivite´ e´lectrique. Ce
mode`le conside`re une re´partition ale´atoire des motifs
e´le´mentaires. Un second mode`le, base´ sur la me´thode
des Ele´ments Finis et prenant en compte le caracte`re
pe´riodique de la microstructure expe´rimentale (HP dans
Sect. 2.2), mais plus lourd au niveau nume´rique, est
e´galement applique´ [20–22]. Dans [5], les eﬀets de la taille
des constituants (nm), de la tempe´rature, et de la den-
site´ de dislocations sur la conductivite´ locale sont pris
en compte a` l’aide de la loi de Dingle (Sect. 3.1). Les
re´sultats the´oriques et nume´riques obtenus, dans lesquels
le caracte`re multi-e´chelle du mate´riau est pris en compte
graˆce a` un processus ite´ratif (Sect. 3.2), sont compare´s a`
des mesures expe´rimentales (Sect. 4).
2 Mode´lisation de la conductivite´ e´lectrique
eﬀective des composites
2.1 Mode`le auto-cohe´rent ge´ne´ralise´
La ﬁgure 1 pre´sente la disposition des ﬁls de nanocom-
posite Cu-Nb a` diﬀe´rents e´chelles. Sur le Zoom 1, les ﬁls
co-cylindriques apparaissent avec trois couches : Cu-f/Nb-
t/Cu-0. Le mode`le Auto-Cohe´rent Ge´ne´ralise´ (ACG) [19]
conside`re qu’ils sont distribue´s ale´atoirement. Ce sche´ma
est de´veloppe´ de la manie`re suivante : d’abord le proble`me
e´le´mentaire d’une inclusion constitue´e de n phases co-
cylindriques dans une matrice homoge`ne, de´ﬁni sur la ﬁ-
gure 2, est re´solu ; puis la matrice est remplace´e par le
Milieu Homoge`ne E´quivalent (MHE), dont la conducti-
vite´ eﬀective σ˜∼ sera de´termine´e par une condition d’auto-
cohe´rence (Fig. 3a).
2.1.1 Proble`me cylindrique n-phase
Nous commenc¸ons par pre´senter le proble`me
e´le´mentaire d’une inclusion dans une matrice homoge`ne
(proble`me cylindrique n-phase). Une inclusion cylin-
drique de n couches est noye´e dans une matrice inﬁnie
(phase n + 1), chaque phase e´tant suppose´e homoge`ne
et isotrope transverse (l’axe de syme´trie est ici confondu
avec la direction longitudinale des ﬁbres longues). Des
syste`mes de coordonne´es carte´siennes (x1, x2, x3) et
cylindriques (r, θ, z), de meˆme origine, sont utilise´s dans
cette e´tude. L’axe z est ici identique a` l’axe x1, et il est
aligne´ avec la direction longitudinale des ﬁbres longues
(Fig. 2).
Comme dans Herve´ et Zaoui [18], sur la ﬁgure 2, la
phase i se situe dans la couronne limite´e par les deux
cylindres concentriques de rayon Ri−1 et Ri (i ∈ [1, n +
1] avec R0 = 0, Rn+1 → ∞). Dans la phase i, σ(i)L et
σ
(i)
T sont respectivement les conductivite´s longitudinale et
Zoom 1
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Fig. 1. Microstructure multi-e´chelle des conducteurs nano-composites Cu-Nb. Zoom 4, 3 et 2 : observations par Microscopie
E´lectronique a` Balayage (MEB), Zoom 1 : observation par Microscopie E´lectronique en Transmission (MET) [6,7].
Fig. 1. Multi-scale microstructure of Cu-Nb nano-composite conductor. Zoom 4, 3 and 2: micrographs obtained by Scanning
Electron Microscopy (SEM), Zoom 1: obtained by Transmission Electron Microscopy (TEM) [6, 7].
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Fig. 2. Proble`me cylindrique n-phase (conduction e´lectrique
transversale).
Fig. 2. n-layered cylindrical problem (transverse electrical con-
duction).
transversale. On e´crit la conductivite´ isotrope transverse
sous la forme du tenseur d’ordre deux suivant :
σ∼
(i) = σ(i)T (e r ⊗ e r + e θ ⊗ e θ) + σ(i)L e 1 ⊗ e 1,
Tableau 1. Dimensions the´oriques δ(i) dans le cas des
diame`tres d = 0.506 et 2.064 mm, avec les conductivite´s lo-
cales σ(i) (µΩ−1 cm−1) a` 293 K et la fraction volumique f (i)
de chaque phase i.
Table 1. Theoretical dimensions δ(i) in the case of diameters
d = 0.506 and 2.064 mm, with the corresponding local conduc-
tivity σ(i) (µΩ−1 cm−1) at 293 K and volume fraction f (i) of
each phase i.
phase i f (i)
d = 0.506 mm d = 2.064 mm
δ(i) σ(i) δ(i) σ(i)
Nb-t 23.8% 83 nm 0.057 338 nm 0.060
Cu-f 4.5% 110 nm 0.424 450 nm 0.533
Cu-0 16.5% 71 nm 0.372 289 nm 0.513
Cu-1 13.7% 492 nm 0.536 2006 nm 0.560
Cu-2 18.0% 5.58 μm 0.565 22.8 μm 0.568
Cu-3 23.4% 31.6 μm 0.568 129 μm 0.568
Cu massif ∞ 0.568 ∞ 0.568
Nb massif ∞ 0.060 ∞ 0.060
avec ⊗ le produit tensoriel. La loi de comportement dans
la phase i obe´it a` la loi d’Ohm :
j (i) = −σ∼(i)·∇Φ(i) = σ∼(i)E (i) (1)
ou` Φ, j et E (i) repre´sentent respectivement le potentiel
e´lectrique (V), la densite´ de courant e´lectrique (A m−2)
et le champ e´lectrique (V m−1). On fait l’hypothe`se d’un
re´gime quasi-statique, d’ou` :
div(j ) = 0. (2)
A` partir des e´quations (1) et (2), on obtient l’e´quation
d’e´quilibre de Φ(i) dans la phase i :
−σ(i)T
∂2Φ(i)
∂2r
− σ
(i)
T
r
[
∂2Φ(i)
r∂θ2
+
∂Φ(i)
∂r
]
− σ(i)L
∂2Φ(i)
∂x21
= 0.
(3)
Nous nous inte´ressons dans un premier temps a` la
conduction e´lectrique transversale. Pour cela, un champ
e´lectrique a` distance est applique´ sur la surface de
l’e´chantillon (r = Rn+1 avec r → ∞) selon la direction
transversale x2 (voir Fig. 2)
E |r→∞ = E0e 2. (4)
Le potentiel e´lectrique solution dans la phase i qui satis-
fait a` la fois l’e´quation d’e´quilibre (3) et la condition aux
limites (4) est propose´ sous la forme :
Φ(i)(r, θ) =
(
Air + Bi
R2i−1
r
)
cos θ (5)
ou` Ai and Bi sont les constantes a` de´terminer. Aﬁn
d’e´viter un proble`me de singularite´ en r = 0, la valeur
B1 = 0 est choisie, sans perte de ge´ne´ralite´. La densite´
de courant e´lectrique correspondante selon la direction
normale r est alors donne´e par :
j(i)r (r, θ) = −σ(i)T
(
Ai −Bi
R2i−1
r2
)
cos θ. (6)
Les interfaces (r = Ri) e´tant suppose´es parfaites, le po-
tentiel e´lectrique Φ et la densite´ de courant normale jr
doivent ve´riﬁer la condition de continuite´ a` l’interface :{
Φ(i)(Ri, θ) = Φ(i+1)(Ri, θ)
j
(i)
r (Ri, θ) = j
(i+1)
r (Ri, θ).
(7)
Pour de´terminer la valeur des constantes Ai et Bi du
proble`me cylindrique n-phase, Herve´ et Zaoui [17] ont
propose´ d’utiliser les “matrices de transfert” Ji sur les in-
terfaces (r = Ri). La continuite´ en r = Ri devient alors :
Ji (Ri)·Wi = Ji+1 (Ri)·Wi+1 (8)
avec Wi de´signant (Ai Bi)T , et Ji est la matrice sui-
vante :
Ji (r) =
⎛
⎜⎝ r
R2i−1
r
−σ(i)T σ(i)T
R2i−1
r2
⎞
⎟⎠ . (9)
De´ﬁnissons les matrices N et Q a` partir des matrices
Ji :
N (i) = J−1i+1 (Ri)·Ji (Ri) et Q(k) =
1∏
i=k
N (i) .
L’e´quation (8) est re´e´crite sous la forme :
Wi+1 = N (i) ·Wi , Wk+1 = Q(k) W1 . (10)
Tous les coeﬃcients Ak, Bk (k ∈ [1, n]) peuvent alors eˆtre
calcule´s : ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
Ak =
Q
(k−1)
11
Q
(n)
11
An+1
Bk =
Q
(k−1)
21
Q
(n)
11
An+1
(11)
avec An+1 = −E0. La densite´ de courant e´lectrique j (i) et
le potentiel Φ(i) sont maintenant de´termine´s dans toutes
les phases i(i ∈ [1, n]).
Dans le cas de la conduction e´lectrique longitudinale,
l’e´quation d’e´quilibre (3) se met sous la forme suivante
dans chaque phase :
Φ(i) = −E0x1, (12)
pour des conditions aux limites homoge`nes au contour :
j |r→∞· e r = 0 sur la surface late´rale du cylindre et
Φ = −E0x1 sur les deux sections extreˆmes, avec E0 un
champ e´lectrique constant. On obtient alors une densite´
de courant homoge`ne par phase, contrairement au cas
transversal.
2.1.2 Sche´ma autocohe´rent ge´ne´ralise´
Aﬁn de de´terminer la conductivite´ eﬀective σ˜∼ du com-
posite Cu-Nb, le proble`me cylindrique n-phase re´solu
pre´ce´demment est utilise´ avec une phase (n+1) inconnue
repre´sentant le MHE, et une condition d’auto-cohe´rence
(qui peut eˆtre une condition e´nerge´tique telle que celle
utilise´e par Christensen et Lo [23] ou une condition por-
tant sur les moyennes de champs [24], ces deux condi-
tions e´tant e´quivalentes). Cette de´marche a e´te´ suivie par
Joannes et Herve´-Luanco [19] et conduit, dans le cas de
la conductivite´ transversale, a` Bn+1 = 0 et, par voie de
conse´quence a` Q(n)12 = 0, entrainant :
σ˜T = σ
(n+1)
T =
σ
(n)
T [R
2
nQ
(n−1)
11 −R2n−1Q(n−1)21 ]
R2nQ
(n−1)
11 + R
2
n−1Q
(n−1)
21
. (13)
Dans le cas de la conductivite´ longitudinale, la condition
d’auto-cohe´rence conduit a` :
σ˜L =
∑
f (i) σ
(i)
L (14)
avec f (i) la fraction volumique de la phase i. On remar-
quera que cette dernie`re expression n’est autre que la loi
des me´langes sur les conductivite´s. Il s’agit en fait de la
solution exacte pour toutes les microstructures forme´es
de ﬁls paralle`les, quel que soit l’assemblage de ces ﬁls.
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Fig. 3. Mode´lisation multi-e´chelle de la conductivite´ eﬀective du Zoom 1 (a et c) au Zoom 2 (b et d). (a, b) : processus ite´ratif
par mode`le Auto-Cohe´rent Ge´ne´ralise´ (ACG) ; (c, d) : Homoge´ne´isation Pe´riodique (HP) avec les maillages de la me´thode des
e´le´ments ﬁnis (MEF).
Fig. 3. Multi-scale modeling of the eﬀective conductivity from the Zoom 1 (a and c) to the Zoom 2 (b and d). (a, b): the
iterative process by the Generalized Self-Consistent model (GSC); (c, d): Periodic Homogenization (PH) with the ﬁnite element
method (FEM).
2.2 Homoge´ne´isation pe´riodique
Le mode`le analytique ACG pre´sente´ ci-dessus sup-
pose que les ﬁbres longues sont distribue´es ale´atoirement
(Fig. 3a). Aﬁn de tenir compte de la distribution
quasi-pe´riodique observe´e expe´rimentalement (Fig. 1),
re´sultant du processus d’e´laboration, et d’e´tudier l’eﬀet
de cette distribution particulie`re, le proble`me pe´riodique
a e´te´ re´solu. Pour cela, nous avons conside´re´ une cel-
lule e´le´mentaire soumise a` des conditions aux limites
pe´riodiques, et le proble`me (que nous appelons HP pour
Homoge´ne´isation Pe´riodique) a e´te´ re´solu par la me´thode
des e´le´ments ﬁnis [20–22]. La pe´riodicite´ de la cellule
de base et des conditions aux limites permettent de
de´terminer la conductivite´ eﬀective σ˜∼ du MHE corres-
pondant, i.e. inﬁni et pe´riodique.
La cellule de base conside´re´e dans le mode`le HP,
ainsi que le maillage utilise´ (e´le´ments quadratiques a`
20 nœuds, c3d20), sont indique´s sur la ﬁgure 3c. La cellule
de base contient toute l’information morphologique du
Volume E´le´mentaire Repre´sentatif (VER). Elle contient
deux ﬁbres longues (1 + 4 × 1/4 ﬁbres) dispose´es sur
un re´seau hexagonal, et elle repre´sente la microstructure
expe´rimentale (ide´alise´e) des nano-composites Cu-Nb sur
le Zoom 1. Ces calculs HP sont base´s sur des conditions
aux limites et des microstructures pe´riodiques. Or la mi-
crostructure re´elle ne l’est pas, notamment car chaque
Zoom ne contient ﬁnalement qu’un nombre limite´ de
motifs e´le´mentaires (85). Nous avons ve´riﬁe´ a` l’aide de cal-
culs EF sur de plus grandes structures avec conditions aux
limites non pe´riodiques que cette hypothe`se de pe´riodicite´
ne modiﬁait gue`re les re´sultats.
Sous conditions aux limites pe´riodiques, le potentiel Φ
dans le volume V s’e´crit de la manie`re suivante :
Φ = 〈∇Φ〉 ·x + t, ∀x ∈ V (15)
ou` 〈a 〉 de´signe la moyenne volumique :
〈a 〉 = 1
V
∫
V
adV. (16)
Dans l’e´quation (15), t est la ﬂuctuation pe´riodique, i.e.
deux points homologues sur des faces oppose´es de V ont
la meˆme valeur de t. En outre, le scalaire j ·n prend des
valeurs oppose´es en deux points homologues (n e´tant le
vecteur normal de ∂V en x ).
Aﬁn de de´terminer les deux composantes de la conduc-
tivite´ e´lectrique, on applique successivement, comme
conditions aux limites sur V , le champ e´lectrique E sui-
vant : 〈∇Φ〉 = E0e1 pour la conductivite´ longitudi-
nale, et 〈∇Φ〉 = E0e2 (ou E0e3 ) pour la conductivite´
transversale. Puis, la densite´ de courant moyenne
〈
j
〉
est
de´termine´e par homoge´ne´isation nume´rique, aﬁn d’obte-
nir la conductivite´ eﬀective HP a` partir de la condition
suivante :
〈∇Φ〉 = σ˜∼ ·
〈
j
〉
. (17)
3 Application a` la conductivite´ eﬀective
des nano-composites Cu-Nb
3.1 Comportement local
Les phases Cu et Nb e´voque´es ci-dessus sont en re´alite´
elles-meˆmes constitue´es de grains nanome´triques (poly-
cristaux). Cependant, ces deux me´taux e´tant de structure
cristalline cubique, la conductivite´ a` l’e´chelle des grains
est isotrope (Sivardie`re [25]), et donc, du point de vue
de la conductivite´, les phases polycristallines de Cu et
Nb peuvent eˆtre conside´re´es comme homoge`nes, les pro-
prie´te´s eﬀectives de ces polycristaux e´tant identiques a`
celle des grains constitutifs. Ainsi, les conductivite´s lon-
gitudinale σ(i)L et transversale σ
(i)
T sont e´gales, pour Cu et
pour Nb.
En outre, Thilly [5] a montre´ que la tempe´rature T , la
densite´ de dislocations β et l’eﬀet de taille (largeur des ca-
naux) peuvent avoir un eﬀet signiﬁcatif sur la conductivite´
e´lectrique locale des nano-composites Cu-Nb. La conduc-
tivite´ d’e´chantillons massifs de Cu et de Nb a e´te´ mesure´e,
en fonction de T et β, dans [5]. Il a ainsi e´te´ montre´ que,
a` tempe´rature ambiante (293 K), dans le cas des conduc-
teurs fortement e´crouis de diame`tre d ∈ (0.5, 2.5) mm,
la densite´ de dislocations β inﬂuence peu la conductivite´.
Cela correspond au cas de fortes densite´s de dislocation,
probablement saturantes, estime´es a` β ∼ 1016 m−2 dans
les canaux larges, et de l’ordre de 1012 a` 1013 m−2 dans les
canaux ﬁns. Pour ces e´chantillons massifs, les valeurs de
conductivite´ sont, a` 293 K : σmassif = 0.568 µΩ−1 cm−1
pour Cu, et 0.060 µΩ−1 cm−1 pour Nb (voir aussi le
Tab. 1). Les composites Cu-Nb e´tudie´s ici pre´sentent des
densite´s de dislocations similaires, associe´es aux grandes
de´formations a` froid, et donc l’eﬀet de β ne sera pas pris
en compte dans la suite.
Concernant l’eﬀet de taille, nous utilisons l’expression
issue de Ashcroft et Mermin [26] et Thilly [5] qui relie la
conductivite´ du mate´riau au libre parcours moyen  des
e´lectrons :
Cu(T ) = 66 σmassif−Cu(T ) (18a)
Nb(T ) = 87 σmassif−Nb(T ) (18b)
(avec σmassif en µΩ−1 cm−1 et  en nm). Ici, σmassif et 
de´pendent de la tempe´rature, et le libre parcours moyen
 des e´lectrons est de´ﬁni comme la distance moyenne que
ces derniers peuvent parcourir entre deux collisions. Ini-
tialement, Dingle [27] a e´tudie´ les eﬀets de taille dans la
diﬀusion des e´lectrons. Il a mode´lise´ la conductivite´ d’un
ﬁl ﬁn, inﬁniment long, et de diame`tre δ, et s’est donc
inte´resse´ a` la fac¸on dont la conductivite´ longitudinale est
aﬀecte´e par les dimensions transversales du ﬁl, en rai-
son de la diﬀusion des e´lectrons aux surfaces/interfaces.
Deux cas extreˆmes, δ 
  et δ  , ont e´te´ conside´re´s. En
modiﬁant le mode`le de Dingle [27] and Thilly [5] obtient
les e´quations suivantes en fonction des rapports δ/ :
σ
σmassif
=
δ

− 3
8
(
δ

)2 [
ln
(

δ
)
+1.059
]
pour δ < 0.467,
(19a)
σ
σmassif
=
(
1 +

δ
)−1
pour δ ∈ [0.467, 3[ , (19b)
σ
σmassif
= 1− 3
4

δ
pour δ > 3. (19c)
Le choix de l’une de ces trois e´quations pour le cal-
cul de la conductivite´ locale σ(i) d’une phase i se fait
en fonction du rapport δ(i)/, ou` δ(i) est la dimension
the´orique des diﬀe´rentes phases i des conducteurs Cu-Nb
(Fig. 4). Les valeurs de δ(i) peuvent eˆtre estime´es en sup-
posant que toutes les phases forment des cylindres ou des
tubes parfaits et concentriques de´forme´s de manie`re ho-
mothe´tique lors de l’e´tirage du composite [7]. Le diame`tre
exte´rieur d du ﬁl conside´re´, ainsi que la fraction volu-
mique f (i) des composants doivent eˆtre pris en compte.
La fraction volumique, qui n’est pas modiﬁe´e par l’e´tape
d’e´tirage, est de´termine´e a` partir des dimensions initiales
des tubes et ﬁls de Cu et Nb introduits dans le proce´de´.
Nous de´signons par eNb−t l’e´paisseur des tubes de nio-
bium, dCu−f le diame`tre des ﬁlaments de cuivre, et dCu−i
la largeur des canaux de la matrice multi-e´chelle de cuivre,
avec i = 0, 1, 2, 3. Ainsi, δ(i) = dCu−0 pour la phase Cu-0,
δ(i) = dCu−f pour Cu-f, et δ(i) = eNb−t pour les tubes de
Nb. Ces valeurs sont reporte´es dans le Tableau 1. Dans ce
travail, nous conside´rons une se´rie des conducteurs nano-
composites Cu-Nb contenant 853 motifs e´le´mentaires et
e´tire´s aux diame`tres d = 0.506, 0.592, 0.640, 0.692, 0.748,
0.875, 1.023, 1.511, 1.634 et 2.064 mm [7]. Le Tableau 1
indique la dimension δ(i) dans la phase i, la fraction vo-
lumique f (i) et les conductivite´s locales σ(i) a` 293 K cor-
respondantes, calcule´es par les equations (18) et (19),
pour le plus grand (d = 2.064 mm) et le plus petit
(d = 0.506 mm) diame`tre.
3.2 Homoge´ne´isation multi-e´chelle
Une fois la conductivite´ locale σ(i) dans chaque
phase i de´termine´e (Sect. 3.1), le mode`le Auto-Cohe´rent
Ge´ne´ralise´ (Fig. 3a) ainsi que le mode`le Homoge´ne´isation
Pe´riodique (Fig. 3c) sont tous les deux applique´s
a` l’e´chelle du Zoom 1, en conside´rant une micro-
structure de motifs co-cylindriques avec trois couches,
Cu-f/Nb-t/Cu-0. Avec ces deux mode`les, nous obtenons
des conductivite´s eﬀectives σ˜∼ pratiquement confondues,
l’e´cart relatif entre les deux estimations e´tant ∼0.5 %.
A` l’e´chelle du Zoom 2, les ﬁbres longues sont com-
pose´es de deux couches : (1) les nano-composites Cu-Nb
qui contiennent 85 motifs paralle`les issus du Zoom 1,
et (2) la matrice de Cu-1. Similairement au cas du
Zoom 1, les approximations de la ge´ome´trie de ACG et
HP sont illustre´es dans les ﬁgures 3b et 3d : re´partition
ale´atoire pour ACG, et pe´riodique pour HP. Dans le pro-
cessus ite´ratif, la conductivite´ de la couche interne du
x3
x1
x2
⊙
Fig. 4. Largeur the´orique des canaux δ : sur le Zoom 1, eNb−t
de´signe l’e´paisseur des tubes de niobium, dCu−f le diame`tre des
ﬁlaments de cuivre, dCu−0 la largeur des canaux de cuivre.
Fig. 4. Theoretical channel width δ: on the Zoom 1, eNb−t
denotes the thickness of the niobium tubes, dCu−f the diameter
of the copper ﬁlaments, dCu−0 copper channel width.
Zoom 2 (σ∼
(1))Zoom2 est donne´e par la conductivite´ ef-
fective obtenue sur le Zoom 1 (σ˜∼)Zoom1. D’autre part, la
conductivite´ de la deuxie`me couche du Zoom 2 est donne´e
par la conductivite´ locale de Cu-1, i.e. (σ∼
(2))Zoom 2 =
(σ∼)Cu−1. Ainsi, une proce´dure de calcul multi-e´chelle est
mise en place pour les mode`les ACG et HP, comme illustre´
sur les ﬁgures 3a−3c et 3b−3d. Les conductivite´s eﬀec-
tives sur le Zoom 2 (σ˜∼)Zoom2 ainsi obtenues avec les deux
mode`les sont encore pratiquement confondues. Le meˆme
processus ite´ratif est re´pe´te´ jusqu’a` e´chelle macroscopique
(Zoom 4), permettant d’estimer les conductivite´s a` toutes
les e´chelles (σ˜∼)Zoom i avec i = 2, 3, 4 :
(σ∼
(1))Zoom i=(σ˜∼)Zoom (i−1)
(σ∼
(2))Zoom i=(σ∼)Cu−(i−1)
}
⇒(σ˜∼)Zoom i ⇒ . . . (σ˜∼)macro.
(20)
La ﬁgure 5 illustre les re´sultats sur le Zoom 4 a` 293 K :
les traits continus reportent les re´sultats obtenus avec le
mode`le analytique ACG et les points ceux du mode`le par
e´le´ments ﬁnis HP. Il est remarquable de constater que les
deux conductivite´s eﬀectives, longitudinale σ˜L et trans-
versale σ˜T , obtenues avec les deux mode`les, sont quasi-
ment confondues, pour tous les diame`tres du conducteur
d. Le faible e´cart entre ces deux pre´dictions s’explique par
le fait que (i) le contraste entre la conductivite´ des deux
phases reste faible pour Cu-Nb, et (ii) les deux mode`les
prennent en compte la pre´sence d’une phase jouant le roˆle
de matrice. La diminution de la conductivite´ σ˜∼ avec la
re´duction du diame`tre d est due a` la re´duction des lar-
geurs des canaux δ associe´e a` l’e´tirage (eﬀet de taille).
4 Comparaison expe´rimentale
Dubois [7] a de´termine´ expe´rimentalement la conduc-
tivite´ longitudinale eﬀective σ˜L sur la meˆme se´rie de
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Fig. 5. Conductivite´s eﬀectives longitudinale et transver-
sale en fonction du diame`tre du conducteur, pour les ﬁls de
nano-composites Cu-Nb sur le Zoom 4 (i.e. a` l’e´chelle ma-
croscopique) a` 293 K, obtenues par le mode`le Auto-Cohe´rent
Ge´ne´ralise´ (ACG, traits continus) et par Homoge´ne´isation
Pe´riodique (HP, points).
Fig. 5. Eﬀective longitudinal and transverse conductivities with
respect to the conductor diameter, for nano-composite Cu-Nb
wires on Zoom 4 (i.e. at the macroscopic scale) at 293 K, ob-
tained with the Generalized Self-Consistent model (GSC, con-
tinuous lines) and the Periodic Homogenization model (PH,
points).
conducteurs nano-composites Cu-Nb par la me´thode des
quatre pointes [28] : un courant continu d’intensite´ j est
injecte´ entre deux pointes et une mesure de tension est
re´alise´e entre deux autres pointes place´es entre les pointes
d’injection de courant. La conductivite´ transversale n’a
pas encore pu eˆtre mesure´e (travail en cours) ; il s’agit
en eﬀet d’une mesure plus de´licate, en raison du faible
diame`tre des ﬁls, mais aussi de sa microstructure compo-
site avec une peau en Cu (Cu-3) entourant le ﬁl.
L’incertitude sur la mesure de conductivite´ est de
l’ordre de 5 % pour les e´chantillons composites dans la
direction longitudinale σ˜L et pour les e´chantillons massifs
σmassif . Les re´sultats des mode`les ACG et HP e´tant direc-
tement de´pendants de la valeur de la conductivite´ σmassif
de chacune des phases polycristallines Cu et Nb, l’incer-
titude de mesure sur σmassif entraˆıne une incertitude sur
les pre´dictions du mode`le, e´galement de l’ordre de ±5 %.
La comparaison avec les donne´es expe´rimentales est
illustre´e sur la ﬁgure 6. Rappelons que la conducti-
vite´ longitudinale obtenue par le mode`le Auto-Cohe´rent
Ge´ne´ralise´ (ACG) est ici confondue avec les re´sultats du
mode`le pe´riodique (HP) ; en eﬀet, la conductivite´ lon-
gitudinale, dont la valeur exacte est donne´e par la loi
des me´langes, ne de´pend pas du caracte`re pe´riodique de
la microstructure. La ﬁgure 6 montre que les re´sultats
des mode`les the´oriques sont en tre`s bon accord avec
les donne´es expe´rimentales, pour tous les diame`tres
conside´re´s. Ce re´sultat provient d’une prise en compte
0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2
0.3
0.32
0.34
0.36
0.38
0.4
0.42
0.44
0.46
0.48
0.5
Longitudinale
Diamètre du conducteur d (mm)
σ
L
(μ
Ω
·c
m
)−
1
Conducteur de nano−composites Cu−Nb à 293 K
ACG (Zoom 4)
Données expérimentales
Fig. 6. Conductivite´ eﬀective longitudinale obtenue avec le
mode`le ACG (Auto-Cohe´rent Ge´ne´ralise´, trait continu), et
compare´e aux donne´es expe´rimentales (points), en fonction
du diame`tre du conducteur, pour les ﬁls de nano-composites
Cu-Nb sur le Zoom 4 (e´chelle macroscopique) a` 293 K. L’incer-
titude sur la mesure de la conductivite´ des e´chantillons mas-
sifs (∼5 %) entraˆıne une incertitude du meˆme ordre sur les
re´sultats du mode`le ACG.
Fig. 6. Eﬀective longitudinal conductivity obtained with the
GSC model (Generalized Self-Consistent scheme, continuous
line), compared with experimental data (points), for various
conductor diameters, for nano-composite Cu-Nb wires on the
Zoom 4 (macroscopic scale) at 293 K. Uncertainties on the
measurement of resistivity on bulk specimen (∼5%) leads to
an uncertainty of a similar magnitude on model results.
pertinente (i) de la conductivite´ locale et (ii) des transi-
tions des e´chelles dans les mode`les utilise´s.
5 Conclusions et perspectives
En prenant en compte les eﬀets de taille (ou largeur
des canaux δ), la tempe´rature T et la densite´ de dislo-
cations β a` l’aide de la loi Dingle modiﬁe´e, nous avons
de´termine´ la conductivite´ locale σ(i) dans chaque phase
i. Par un processus ite´ratif, le caracte`re multi-e´chelle est
pris en compte dans le mode`le analytique ACG et dans les
calculs par e´le´ments ﬁnis HP. Les conductivite´s eﬀectives
σ˜∼ obtenues par ACG et HP sont parfaitement confondues
dans les directions longitudinale et transversale.
Au niveau de l’approximation de la ge´ome´trie, nous
avons conside´re´ une microstructure forme´e de mo-
tifs co-cylindriques re´partis ale´atoirement par ACG et
pe´riodiquement par HP. Les re´sultats sur ces deux
mode´lisations sont pratiquement confondus sur tous les
zooms. Ce re´sultat sugge`re que la distribution des ﬁbres
longues joue un roˆle mineur sur la conductivite´ eﬀective
σ˜∼ du conducteur Cu-Nb, dans la direction transversale.
Dans la direction longitudinale, il est rappele´ que la so-
lution exacte est inde´pendante du caracte`re pe´riodique
de la microstructure. Ces re´sultats justiﬁent pleinement
l’emploi du mode`le ACG en champs moyens pour l’esti-
mation de la conductivite´ eﬀective, qui permet un gain
de temps de calculs tre`s signiﬁcatif par rapport aux cal-
culs par Ele´ments Finis. Les conductivite´s eﬀectives σ˜∼
de´termine´es par ACG et HP sont e´galement en bon ac-
cord avec les donne´es expe´rimentales disponibles dans la
direction longitudinale.
Ce travail se poursuit actuellement selon les directions
suivantes :
1. La me´thode classique des quatre pointes ne permet
de mesurer que la conductivite´ longitudinale. Il reste
donc a` eﬀectuer les mesures de conductivite´ tranver-
sale pour une validation comple`te des mode`les. Les
comparaisons expe´rimentales a` plusieurs tempe´ratures
T seront aussi importantes pour la validation des
mode`les.
2. Dans ce travail, nous avons utilise´ des valeurs
the´oriques pour les largeurs des canaux δ. Les observa-
tions expe´rimentales montrent cependant une certaine
ﬂuctuation de ces largeurs, probablement associe´es
a` des he´te´roge´ne´ite´s de de´formation lors des e´tapes
de mise en forme. Une e´valuation plus ﬁne des lar-
geurs eﬀective est en cours pour aﬃner les pre´dictions,
puisque la largeur des canaux inﬂuence sur la conduc-
tivite´ locale.
3. Base´e sur les re´sultats obtenus en conductivite´, une
approche similaire est en cours aﬁn d’estimer les
proprie´te´s e´lastiques et plastiques, aﬁn de position-
ner le comportement mode´lise´ de ces ﬁls Cu-Nb sur
des cartes d’Ashby, et, a` terme, pouvoir en tirer
les parame`tres microstructuraux importants en vue
d’une optimisation du mate´riau et/ou du proce´de´
d’e´laboration.
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